Eine neue thermische Zustandsgleichung
der Gase und Fliissigkeiten.

Von
Joseph Himpan*,

Mit 5 Abbildungen.
(Eingelangt am 26. Mai 1953. Vorgelegt in der Sitzung am 28. Juni 1953.)

Eine rechnerisch bequem zu handhabende Zustandsgleichung
mit vier Stoffkonstanten wird auf ihre Brauchbarkeit fiir die
quantitative Darstellung des Produktes pV und der Boyle-
Temperaturen von Wasser, sowie der Molwérmen C, von Stick-
stoff und Kohlendioxyd als Funktion des Druckes, schlieilich
der Molwirme C, des Wassers als Funktion der Temperatur
gepriift. Die Ubereinstimmung mit der Erfahrung ist be-
friedigend.

1. Einleitung.

Wir haben bei Verdsffentlichung! einer fiinfkonstantigen Zustands-
gleichung bereits auf einen Sonderfall dieser Zustandsgleichung, welche
nur vier Konstanten enthilt, aufmerksam gemacht. Bisher ist iiber
diesen Sonderfall nur in einer Vormitteilung? kurz berichtet worden.
Inzwischen haben vom Verfasser durchgefiihrte umfangreiche Unter-
suchungen gezeigt, dafl diesem Sonderfall besondere Bedentung zukommt,
weil damit nicht nur sehr einfach zu rechnen ist, sondern auch die
p-V-T-Daten der Stoffe bereits zufriedenstellend wiedergegeben
werden kénnen. Es ist in dieser Arbeit Wert darauf gelegt worden, diese
vierkonstantige Zustandsgleichung besonders iibersichtlich abzuleiten.
Ferner werden die vollstindigen Formeln fir die Volumabhingigkeit
von Entropie, Enthalpie und spez. Wirmen gegeben. Vergleiche zwischen
Messung und Rechnung geben eine gute Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung.

* Adresse: Hoétel Astor, 19 big, rue du Mont Valérien, Suresnes (Seine),
Frankreich.

1 J. Himpan, Z. Physik 188, 647 (1952).

2 J. Himpan, Naturwiss. 89, 426 (1952).
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2. Ableitung der neuen vierkonstantigen thermischen
Zustandsgleichung.

Fiir unsere vierkonstantige thermische Zustandsgleichung der Gase
und Flissigkeiten ist folgende Form gewihlt worden:

v+ =g | (P = BT, @

Die GI. (1) enthilt eine universelle Konstante, ndmlich die universelle
Gaskonstante R, und vier individuelle Konstanten, niamlich «, b, ¢, d.
Die in Gl. (1) enthaltenen vier individuellen Konstanten mitissen fiir
jeden Stoff gesondert berechnet werden. Die eindeutige Berechnung
der individuellen Konstanten a, b, ¢, d wird spiter gezeigt werden.

In Gl (1) koénnen die individuellen Konstanten a, b, ¢, d durch
folgende Beziehungen ausgedrickt werden:

o =p, Vi T¢fo 2)
b="V,fp (3)
c="V,f, (4)
d="V,f; (5)

In den GIl. (2) bis (5) bedeuten p,, V,, T, die kritischen Daten eines
Stoffes, wihrend f,, f,, f,, fq dimensionslose individueile Konstanten
darstellen, die fiir jeden Stoff gesondert bestimmt werden miissen.

Die sogenannte ,reduzierte’ Form der thermischen Zustands-
gleichung (1), also ihre dimensionslose Form, erhilt man, wenn man
darin die ,reduzierten’ Zustandsgréfen @ = p/p,, 2 = V/V,, v = T|T,
einfiithrt, wobei gleichzeitig a, 6, ¢, d durch die Beziehungen (2) bis (5)
ausgedriickt werden sollen und zur Abkirzung fir R7,/p, V,=3s
(kritischer Faktor) gesetzt wird. Man erhilt:

fa
bt e 9l = ©

Bekanntlich gibt es fiir jeden Stoff in seinem Zustandsgebiet gewisse
Stellen, wo er das ideale Gasgesetz, das heillt das Gesetz von Boyle-
Mariotte genau befolgt, also wo p V = BT gilt oder, was dasselbe be-
deutet, wo 7 2 = s 7 ist. Solche Boyle-Mariotte-Zustinde treten nicht
nur im Gasgebiet, sondern auch im Flissigkeitsgebiet auf. Zum Beispiel
ist sehr wohl bekannt, daB die Boyle-Mariotte-Temperatur T’y eines
Stoffes keine Konstante, sondern eine Funktion des Druckes, oder besser
gesagt, des DBoyle-Mariotie-Druckes pp ist. Unsere neue thermische
Zustandsgleichung mufl daher imstande sein, auch diese soeben be-
sprochene Tatsache wiederzugeben, wenn sie den Anspruch erhebt,
eine gute thermische Zustandsgleichung zu sein. Der funktionelle Zu-
sammenhang der B.-M.-ZustandsgroBen nach unserer Zustandsgleichung
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ergibt sich sofort, wenn man z. B. in Gl. (6) = £2 = s 7 setzt. Man findet,
wobei zur Kennzeichnung, daB wir es jetzt mit B.-M.-ZustandsgréBen
zu tun haben, iiberall der Index B angebracht werde:

fa R85 (Rp—1fo) —sfa s (25— f,) (25 —f) =0 (7)

oder in anderer Schreibweise:

fa8tg—mpfa) —fatp (8 T3—mpf) (ST3—78f) =0. (73)
Wir wollen nun darangehen, die vier individuellen Konstanten f;,

for for fo aus zwei ausgezeichneten MeBpunkten zu berechnen. Diese
zwei MeBpunkte sind:

I. Mefpunks: Der kritische Punkt (p,, V., T,).

II. Mefpunkt: Ein MeBpunkt (p,, V,, T,) auf der kritischen Iso-
therme, der dem Hochdruckgebiet angehért. (In einer fritheren Arbeit!
haben wir ausgefiihrt, daf dieser zweite MeBpunkt auf der kritischen
Isotherme gerade der MeBpunkt, wo das ideale Gasgesetz erfiillt ist,
also der kritische B.-M.-Punkt, sein soll. Es hat sich inzwischen gezeigt,
daB diese Beschrinkung fallen gelassen und ein beliebig anderer Me[-
punkt auf der kritischen Isotherme genommen werden kann, der so
weit wie moglich im Hochdruckgebiet liegen soll.)

Zur eindeutigen Berechnung der vier individuellen Konstanten f,,
fur fo» fo sind vier voneinander unabhingige Gleichungen notwendig,
welche wir wie folgt aus den zwei MeBSpunkten I, IT gewinnen kénnen:

1. Wir verlangen von unserer Zustandsgleichung, daB sie im kritischen
Punkt genau mit der Erfahrung ubereinstimme. Fiir den kritischen
Punkt gilt: w =2 = v =1. Setzt man dies in Gl. (6) ein, so findet
man:

s fa
=70  T—fa—f)" ®)

2. In Ubereinstimmung mit der Erfahrung soll die kritische Iso-
therme nach unserer Zustandsgleichung im kritischen Punkt im p-V-
Diagramm eine horizontale Tangente ergeben, das heifit es muf} im
kritischen Punkt sein: (d7/02), = 0. Fithrt man letztere Operation
an Gl. (6) durch, so findet man:

i - fa, [(l_fb) + (l_fc)] (9)
(1—fa)? I—fhrA—1f2

3. AuBerdem soll in Ubereinstimmung mit der Erfahrung die kritische
Tsotherme nach unserer Zustandsgleichung im kritischen Punkt einen
Wendepunkt besitzen, das heiBt es muB im kritischen Punkt sein:
(027/6£22), = 0. TFithrt man letztere Operation an Gl. (6) durch, so
findet man:

1=

0=

: Fal(L— fp)? 4 (L— ) (1 —Jg) + (1 —F91]
O=-a 77— =7 (L=, - (10)
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4. Unsere Zustandsgleichung soll in Ubereinstimmung mit der Er-
fahrung auf der kritischen Isotherme genau die Mefiwerte des IT. Mef3-
punktes p,, V, ergeben. Setzt man dies fir Gl. (6) voraus, so findet
man:

s fa

=T (@) (@1 (a1

Da in den Gl. (8) bis (11) die GroBen s = BT [p, V., 7 = pu/p.

und 2, = V,/V, als bekannt vorausgesetzt werden, haben wir mit

diesen Gleichungen vier voneinander unabhingige Gleichungen zur

eindeutigen Berechnung der vier individuellen Konstanten f,, f,, f., fa
gewonnen. ‘

Bei der Auflosung der vier Gl. (8) bis (11) nach ihren Unbekannten f,,
fos for fo wird man zweckméiBigerweise folgendermaBen vorgehen: Zunichst
findet man durch Kombination der Gl (8), (9), (10):

] — k1
j = (fa T::' 1) , (12)

R R P T ﬂ?‘@ |

fo=1— /"+8 [1 +‘/1— ] (14)

Die Gl. (12), (13), (14) kénnen wir in Gl. (11) einfithren und erhalten
damit eine Gleichung, welche nur mehr f; als Unbekannte enthilt.
Diese Gleichung lautet:

[(A—fa) (fa+s—1P2 +s(—1) (fa +s—1) +
+ 8 (2 — 171 [m (2 —fa) —8] + (fa +5— 1) (2, —fa) = 0. (15)

Gl. (15) ist eine Gleichung 4. Grades in f; und hat damit vier Wurzeln
fiir f;. Zwei dieser Wurzeln sind im allgemeinen imaginir und haben
daher keine physikalische Bedeutung. Die anderen zwei Wurzeln fg
und f;, sind reell und haben im allgemeinen folgende GroBeneigen-
schaften:

0 < fay <8 <faoe (16)

Aus der Ungleichung (16) kann sofort gefolgert werden, daB nur f, ;
die alleinige physikalisch sinnvolle Wurzel darstellt, da f; nichts anderes
bedeutet als das reduzierte Grenzvolwmen, auf das ein Steff iiberhaupt
zusamamengedriickt werden kann, dieses jedoch kleiner sein mufl als 0.
Hat man also f; mittels Gl. (15) und Ungleichung (16) bestimmt, dann
kénnen auch mittels der Gl. (12), (13), (14) die anderen individuellen
Konstanten f,, f,, f, berechnet werden.
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3. Praktische Beispiele.

Zunichst sei an einem Beispiel gezeigt, wie die individuellen Funktionen
der neuen thermischen Zustandsgleichung praktisch berechnet werden.
Es sei die Aunfgabe gestellt, die thermische Zustandsgleichung des N,
aufzufinden. Gegeben sind: I. MeBpunkt (krit. Punkt)®: p, = 33,49 Atm.;
V, = 90,08 em3mol; 7', = 125,96 ° K. 1I. Mefipunkt (Hochdruckpunkt)4:
Py, = 3413 Atm.; V, = 27,631 cm¥mol; 7 = 7', = 125,96° K. Aus den
zwei gegebenen Mefipunkten findet man sofort: s = RTyp, V, =
= 82,0567 - 125,96/33,48 - 90,08 = 3,426; 7y = Pp/Pe = 3413/33,49 =
= 101,911; Q, = V,/V, = 27,631/90,08 = 0,30674. Einfithrung letzterer
Grofen in Gl. (15) ergibt:

(L —fa) (fa + 2,426)* — 2,3751 (fy + 2,426) +
+1,8961] [101,911 (0,3067 — f,) — 3,426] +
+ (fa + 2,426) (0,3067 — f,) = 0. 17)

Sucht man aus Gl (17) die relle Wurzel, die kleiner als {2, = 0,3067
ist, so findet man f; =0,2801. Damit ist aber bereits die gesuchte
individuelle Konstante f, ermittelt und wir kénnen daher jetzt auch die
anderen individuellen Konstanten f,, f,, f, mittels der Gl. (12), (13), (14)
berechnen. Man findet: f, = 5,7842; f, = 0,1873; f, = —0,8933. Ks
ist nunmehr ein leichtes, mittels der Beziehungen (2) bis (5) die thermische
Zustandsgleichung des N, aufzustellen. An dem gezeigten Beispiel ist
zu erkennen, wie einfach und kurz der Rechengang zur Auffindung
der neuen thermischen Zustandsgleichung eines Stoffes aus den zwei
als bekannt vorausgesetzten MeBpunkten ist. Die nachfolgende Tabelle 1
bringt eine Zusammenstellung von MeBpunkten und daraus berechneter
individueller f-Werte verschiedener Stoffe.

Tabelle 1.
I. MeBpunkst I1. MeBpunkt .
(krit. Punkt) (Hochdruckpunkt) Tndividuelle f-Werte
Stoff
D Ve T, 25 Yy T
Atm. |em3/mol] °K Atm. |em®/mol| °K ta H fe ia

l N
N,...| 33,49 90,08 | 125,96, 3413 i27,631! 125,96 5,7842| 0,1873,—0,8933| 0,2801
H,05.1218,0 | 57,606) 647,4 | 2513,5; 21,135, 647,4 | 10,2217 0,2361— 1,7460 0,2797
C0,% .| 72,9 | 94,00 | 304,2 | 14174 37,324, 304,2 | 7,2211| 0,2829|—1,2559 0,3340

Auf Grund der Tabelle 1 und mit Hilfe der Gl. (2) bis (5) kénnen
wir sofort fiir die in dieser Tabelle aufgefithrten Stoffe deren Zustands-

3 R. Loisy, J. chim. phys. 47, 10 (1950).
¢ M. Benedict, J. Amer. Chem. Soc. 59, 2239 (1937).
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gleichungen angeben. Diese lauten (p in Atm., V in em®/mol, 7' in ° Kj:

Stickstoff:

1,97993. 108 B
{0+ rmesrs (74 sogay) L T— 25,231} — 820567 7. (18)
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Abb. 1. Isothermen des Wassers im pV-p-Diagramm.
Wasser:

; 4,78727.10° 3
{p TV —13,598) (V+ 100,578)}{V_ 16,111} = 82,0567 7. (19)
Kohlendioxyd:

, 1,41496.10°
{p + TP 35.503] (7 + 15,058 {V— 31,896} = 82,0567 7. (20)

Um die Leistungsfihigkeit der neuen thermischen Zustandsgleichung
bildlich aufzuzeigen, haben wir als Beispiel die Zustandsgleichung (19)
des Wassers herausgegriffen und diese fiir einige Isothermen in Abb. 1
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ausgewertet. Man erkennt in dieser Figur die gute Ubereinstimmung
mit der Erfahrung5. 6. 7.8, angefangen von niedrigen Drucken bis hinauf
zu sehr hohen Drucken.
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Abb. 2. Vergleich des Verhaltens der Boyle-Mariotte-Temperatur des Wassers
im 7-p-Diagramm.

In Abb. 2 ist weiters das Verhalten der Boyle- Mariotte-Temperatur T'p
als Funktion des Boyle- Mariotte-Druckes py des Wassers gezeigt. Wahrend
man nach der neuen Zustandsgleichung {unter Beniitzung der Gl. (7a)]
eine gute qualitative und zum Teil auch gufe quantitative Ubereinstim-
mung mit der Erfahrung5 7 findet, zeigt gleichzeitig die Abb. 2 das

5 @. C. Kennedy, Amer. J. Science 248, 540 (1950).
8 A. Michels, C. Michels und H. Wouters, Proc. Roy. Soc. London, Ser. A
158, 214 (1936).

7 P. W. Bridgman, Proc. Amer. Acad. Arts Sciences 47, 439 (1912).

8 Hiitte, Taschenbuch, 27. Ausg., S.566—568 (1948).
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vollstindige Versagen bei der Darstellung des funktionellen Verlaufes
der . Boyle- Mariotte-Temperatur nach den bekannten Gleichungen von
van der Waals und Berthelot.

4. Die Berechnung der Volum- bzw. Druckabhingigkeit von
Entropie,"Enthalpie und spez. Wérmen ¢, und O,

Zur Berechnung der Volum- bzw. Druckabhingigkeit der kalorischen
Grofien Entropie, Enthalpie und spez. Wirmen kdnnen wir die nach-
folgenden Beziehungen bentitzen. Diese Beziehungen, die allgemein
bekannt sind und auf deren Herleitung daher hier verzichtet werden
kann, lauten:

Volumabhingigkeit der Entropie:

(08/8V)p = — (8V/8T), (3p|6V ). (1)
Druckabhingigkeit der Entropie:

(38/0p)y — — (3V/5T),. (21a)
Volumabhéngigkeit der Enthalpie:

OH[SV)g = [V — T (8V[5T),] (3p/6V )y (22)
Druckabhingigkeit der Enthalpie:

| (0H[6p)p = V — T (8V/ST),. (22a)

Volumabhingigkeit der spez. Wirme C,:

(60,)[0V)p = T (&*p[oT?)y. (23)
Druckabhingigkeit der spez. Wirme C,:

(00,/0p)p = T (8*p[dT%)y (8V [Py (23a}
Volumabhingigkeit der spez. Wirme C,:

(6C 16V )p = — T (6*V[61%),, (6p/SV )rp. (24)
Druckabhingigkeit der spez. Wirme C:

(0C,/0p)y = — T (8*V/[6T?),, (242)
Differenz der spez. Wirmen:

C,— C, =T (6p[0T)y (6V[0T),. (25)

AuBergewthnlich einfach gestaltet sich die Berechnung simtlicher
Volumabhéngigkeiten. In diesem Falle kénnen ndmlich alle notwendigen
Integrationen ohne irgendwelche Vernachldssigungen durchgefithrt
werden. Wir wollen uns auf die Berechnung der Volumabhingigkeiten
beschrinken, denn kennt man diese, so kénnen daraus sofort die Druck-
abhéngigkeiten berechnet werden, da man ja zu jedem Volumen den
zugehorigen Druck mittels Gl (1) berechnen kann. Fithren wir also
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die mittels der Gl. (21), (22), (23), (24), (25) angezeigten Operationen
an Gl (1) durch und integrieren hernach, wobei stets als untere
Integrationsgrenze ¥V = oo zu nehmen ist (ausgenommen hiervon ist
nur der Term der Entropie, wo wir als untere Integrationsgrenze das
dem idealen Gasgesetz bei der Temperatur 7' und dem Druck p = 1 Atm.
entsprechende Volumen V;d__‘f‘}l zu nehmen haben, da ja bekanntlich als

25
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Abb. 3. Isobaren der spezifischen 'Wirme Cp, des ‘Wassers,

Normzustand der Entropie der ideale Gaszustand bei p = 1 Atm. zu
gelten hat), so findet man:

[8y — Syiaea] =48 = R {in (D[D*) + f‘%ﬁi%?ﬁ—}, (26)
(Hy — Hy_oole = AH = BT {5 1+ 300 B0 et n)
[Cy— Comoolr = 40, = 2O, (28)
(C,—Cpoilr= AC’,, =
- R{ PEOD S B O AR T | DR e
| Camrm B0 J
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%2—+2(30/D)+a/31’2
[0, — C,p= R : .60
? (BC/D) B4C
grTr B0

In den Gl (26) bis (30) bedeuten B, O, D, B*, C*, D% folgende Ab-
kiirzungen:
B=V—b, {3

I //
’ C=V—c (32)
/ / — ]
3 ] ] D=V—d, (33)
o B = yial__p (34)
/ /12 O Videal 5
, \)ﬁ/\ = Vp=1—"6C, (3 )
) ideal
/ ~— D¥ = V27 —d. (36)
/ X\\x

& L Als Beispiel ist die
3 / Gl (29) im Verein mit
% / /1/"‘7’———“ Gl (19) zur Berechnung
& N // der spez. Wirme O, =
3 Y = Cp_o+ 4C, des Was-
/ gers beniitzt und mit den
7 Messungen von W. Koch®
verglichen worden (vgl.
x x gem, - Comings 8 Nathen Abb, 3). Man erkennt in
e f;’/.;%” dieser Abbildung eine
gute qualitative und teil-
weise auch quantitative
Ubereinstimmung mit der

g 300 600 900 7200

Erfahrung, obwohl das
hier untersuchte Gebiet
bereits starke Abweichun-
gen von C, des realen
Gaszustandes gegeniiber €, , des idealen Gaszustandes ergibt.

In Abb. 4 ist als weiteres Beispiel die Druckabhiingigkeit von C,
des N, mittels Gl. (29) und GI. (18) fir zwei Isothermen berechnet und
mit durchgefiihrten Messungen von Comings und Nathan'® verglichen
worden. Auch hier erkennt man eine bemerkenswerte Anndherung an
die Erfahrung, wihrend sich bei Berechnung von AC, mittels der be-
kannten Berthelotschen Zustandsgleichung fiir hohere Drucke gewaltige
Abweichungen gegeniiber den MeBwerten ergeben.

platm) ——

Abb. 4. Isothermen von AC, des Stickstoffs als Funktion
des Druckes.

$ H.Justi, Spez. Wirme, Enthalpie ..., 8.32, 1938.
1 F. W. Comings und H.F. Nothan, Ind. Eng. Chem. 39, 964 (1947).
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In Abb. 5 haben wir noch die Differenz ¢, — C, fiir CO, fiir einige
Isothermen mittels der Gl. (30) und Gl. (20) in Abhingigkeit vom Druck

3R

AN

a@,

%fr

Q;Z./?

[

75R) /
/M”K ’-\
2000°K

7A5e R 7 P72 7+
alm

Abb. 5. Isothermen von Cp—C'” des Kohlendioxyds als Funktion des Druckes.

berechnet. Man erkennt in dieser Abbildung, wie nach Erreichen eines
Maximalwertes bei weiterer Drucksteigerung die Gréfle O, — C, wieder
abnimmt, was auch im FEinklang mit der Erfahrung steht.



